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УДК 537.8 
 
О ПРЕДСТАВЛЕНИИ РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ МАКСВЕЛЛА  
В ВИДЕ СУММЫ ПРОИЗВЕДЕНИЙ МАТРИЦ-ФУНКЦИЙ ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ 
 
канд. физ.-мат. наук, доц. И.Е. АНДРУШКЕВИЧ 
(Полоцкий государственный университет); 
Ю.В. ШИЁНОК 
(Витебский государственный университет им. П.М. Машерова) 
 
Рассматривается система уравнений Максвелла в матричном представлении. Исследуется во-
прос о возможности применения к ней алгебраического метода разделения переменных, разработанного 
ранее применительно к ковариантному обобщению уравнения Дирака. На основе использования теоремы 
Колмогорова «о представлении функции многих переменных в виде суперпозиции произведений функций 
одной переменной» сформулированы и доказаны леммы, устанавливающие закономерности представле-
ния решений в виде суммы произведений матриц, элементами которых являются функции одной пере-
менной; показано, что количество слагаемых в двумерном случае равно двум, трехмерном – трѐм, че-
тырехмерном – четырѐм. Предлагаемый вид решения охватывает широкий класс функций, непрерывных 
на заданном отрезке, и представляет интерес как для решения прикладных задач электродинамики, так 
и для развития и улучшения алгебраического метода разделения переменных. 
 
Введение. Система уравнений Максвелла 
rot
t
B
E , cmrot
t
D
H j j , 
cmdivD , 0divB ,                                 (1) 
дополненная материальными уравнениями: 
( )D D E , ( )B B H , ( )j j E ,                                                              (2) 
является общепризнанной математической моделью физических явлений макроскопической электроди-
намики. Актуальность задачи построения еѐ точных решений не вызывает сомнений. В этом отношении 
нам представляется перспективной матричная форма записи системы (1) – (2), предложенная и развитая 
в [1 – 4]. Для удобства напомним некоторые результаты цитируемых работ. 
В изотропных средах в декартовой системе координат система (1) – (2) представима в матричном виде: 
1 2 3 4 Θ Ψ Ρ
x y z t
M J ,                                                  (3) 
где               , , , , , , ,diagM , 0,0,0,0,0,0, ,0diagP , 11111111, , , , , , ,
T
J , 
Ψ 0, , , , , , ,0X Y Z Z Y XE E E H H H
T
, 
0 0 0 0 0 0 0
1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
t
z y x
t
t
t
t
x y z
t
Θ                                  (4) 
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,2i j j i i jg I , 
,
,
, 1,2,3,6;
, 4,5;
i ji j
i j
i
g
i
                                                 (5) 
 
1
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
, 2
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
, 
3
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
, 4
0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1 0
.                         (6) 
 
Как показано в [2], явный вид матриц (6) не единственно возможный. Главное требование – мат-
рицы i  должны удовлетворять соотношениям (5). Более того, если заданы два набора различных мат-
риц размерности 8 8   и , удовлетворяющих соотношениям (5), то существует несингулярная мат-
рица S , такая, что 1S S . 
В этом случае в качестве искомой функции-столбца  будет выступать функция 1Ψ ΨS . 
Очевидно, в произвольном представлении матриц i следует рассматривать в качестве искомой 
функцию-столбец 
1 2 3 4 5 6 7 8Ψ , , , , , , ,
T .                                                       (7) 
Представление функции многих переменных в виде суперпозиции произведений функций 
одной переменной. Нашей конечной целью является обобщение алгебраического метода разделения 
переменных, разработанного применительно к уравнению Дирака [5], на случай системы уравнений 
Максвелла, представленной в виде (3). Поэтому для нас особый интерес представляет вопрос о возмож-
ности представления функции-столбца (7) в виде суммы произведений матриц, элементами которых яв-
ляются функции одной переменной. 
Аналогичная задача для функций n  переменных решена Колмогоровым в 1957 году 6 – 8 . Его 
знаменитая теорема утверждает: 
 
Для каждого n N  существует 2 1n n  функций i j ih  1,2,..., , 1,2,...,2 1i n j n , таких, что 
(a) все функции 
i j ih  непрерывны на 0,1 ; 
(b) для любой функции 
1 2, ,..., nF , непрерывной на 1 20 , ,..., 1n , существуют 2 1n  
функций 
jg u , , 1,2,...,lu l n , 1,2,...,2 1j n , каждая из которых непрерывна на R , причем  
2 1
1 2
1 1
, ,...,
n n
n j i j i
j i
F g u h .                                                   (8) 
Эта теорема означает, что каждую непрерывную функцию 
1 2, ,..., nF  n  действительных пе-
ременных 1 20 , ,..., 1n  можно представить в виде суммы (внешняя сумма формулы (8)) 2 1n  су-
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перпозиций непрерывных функций 
jg u  одного переменного и суммы (внутренняя сумма формулы (8)) 
n  непрерывных функций одного переменного 
i j ih . 
Следует отметить тот факт, что функции 
i j ih  являются универсальными (они не зависят от ви-
да функции 
1 2, ,..., nF ); функции jg u , напротив, однозначно определяются видом функции 
1 2, ,..., nF . 
К сожалению, нахождение явного вида функций 
jg , i jh  для данной функции 1 2, ,..., nF  
представляет собой математическую проблему, для которой пока не найдено общего строгого решения. 
Заметим, что выражение (8) можно записать в эквивалентном виде: 
2 1
1 2 ,
1 1 1
, ,...,
n n n
n k j j k i j i
j k i
F g h ,                                              (9) 
где                                                          
, 0,1k j ; ,
1
1
n
k j
k
.                                                                          (10) 
О представлении решений системы уравнений Максвелла в виде суперпозиции произведе-
ний матриц одной переменной (следствия теоремы Колмогорова). Докажем три утверждения относи-
тельно возможности представления матрицы-столбца (7). Эти утверждения являются прямым следствием 
знаменитой теоремы Колмогорова. 
 
ЛЕММА 1. Для любой 
1 2 3 4 5 6 7 8Ψ , , , , , , , ,x y
T , элементами которой являются не-
прерывные на 0 , 1x y  функции ,i x y , 1,8i , справедливо представление 
Ψ( , ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))x y x y x y
x y x y
G G h h ,                                                (11) 
где ,x y
x y
G G  – матрицы-функции размерности 8 5  переменной х и y соответственно; ,x y
x y
h h  – 
матрицы-функции размерности 5 1  переменной x  и y  соответственно. 
Доказательство. Применим теорему Колмогорова к функции двух переменных. Очевидно, (9) в 
этом случае приобретает вид: 
5
, , , ,
1
, x j j y j j x j y j
j
F x y g x g y h x h y ,                                (12) 
где , ,, 0,1x j y j ; , , 1x j y j . 
Введем в рассмотрение матрицы-строки 
,1 1 ,2 2 ,3 3 ,4 4 ,5 5, , , ,x x x x xx g x g x g x g x g xxg , 
,1 1 ,2 2 ,3 3 ,4 4 ,5 5, , , ,y y y y yy g y g y g y g y g yyg , 
и матрицы-столбцы 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5, , , ,x x x x xx h x h x h x h x h x
T
xh , ,1 ,2 ,3 ,4 ,5, , , ,y y y y yy h y h y h y h y h y
T
yh . 
Тогда (12) приобретает вид: 
,F x y
x x x y y x y y
g h g h g h g h .                                                     (13) 
Вернемся теперь к функции (7). Применяя к каждой компоненте соотношение (13) 
,i x y i,x x i,x y i,y x i,y yg h g h g h g h , 
и вводя в рассмотрение матрицы: 
, , , , , , ,x x x x x x x x xTx 1,x 2,x 3,x 4,x 5,x 6,x 7,x 8,xG g g g g g g g g , 
, , , , , , ,y y y y y y y y yTy 1,y 2,y 3,y 4,y 5,y 6,y 7,y 8,yG g g g g g g g g , 
для функции (7) окончательно получаем 
Ψ ,x y x x x y y x y y
x x x y y x y y
G h G h G h G h ,                             (14) 
что и требовалось доказать. 
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ЛЕММА 2. Для любой 
1 2 3 4 5 6 7 8Ψ , , , , , , , , ,x y z
T , элементами которой являются 
непрерывные на 0 , , 1x y z  функции , ,i x y z , 1,8i , справедливо представление: 
Ψ x y z x y zG G G h h h , 
где , ,
x y z
G G G  – матрицы-функции размерности 8 7  переменных x , y  и z  соответственно; , ,x y zh h h  – 
матрицы-функции размерности 7 1  переменной x , y  и z  соответственно. 
Доказательство. Применяя теорему Колмогорова к функции трех переменных, вместо (9) получаем 
7
, , , , , ,
1
, x j j y j j z j j x j y j z j
j
F x y g x g y g z h x h y h z .                 (15) 
Введем в рассмотрение матрицы-строки:  
,1 1 ,2 2 ,7 7, ,...,x x xx g x g x g xxg , 
,1 1 ,2 2 ,7 7, ,...,y y yy g y g y g yyg , ,1 1 ,2 2 ,7 7, ,...,z z zz g z g z g zzg , 
и матрицы-столбцы: 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7, , , , , .x x x x x x xx h x h x h x h x h x h x h x
T
xh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 6 ,7, , , , , .y y y y y xy yy h y h y h y h y h y h y h y
T
yh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7, , , , , .z z z z z z zz h z h z h z h z h z h z h z
T
zh , 
где 
, , ,, , 0,1x j y j z j ; , , , 1x j y j z j . 
Соотношение (15) приобретает вид: 
,F x y
x x x y x z y x y y y z z x z y z z
g h g h g h g h g h g h g h g h g h .                      (16) 
Применяя последнее соотношение каждой из компонент столбца (11) и вводя в рассмотрение матрицы: 
, , , , , , ,x x x x x x x x xTx 1,x 2,x 3,x 4,x 5,x 6,x 7,x 8,xG g g g g g g g g , 
, , , , , , ,y y y y y y y y yTy 1,y 2,y 3,y 4,y 5,y 6,y 7,y 8,yG g g g g g g g g , 
, , , , , , ,z z z z z z z z zTz 1,z 2,z 3,z 4,z 5,z 6,z 7,z 8,zG g g g g g g g g , 
для функции (7) окончательно получаем 
Ψ
x x x y x z y x y y y z z x z y z z
G h G h G h G h G h G h G h G h G h .              (17) 
Лемма 2 доказана. 
ЛЕММА 3. Для любой 
1 2 3 4 5 6 7 8Ψ , , , , , , , , , ,x y z t
T , элементами которой являются 
непрерывные на 0 , , , 1x y z t  функции , , ,i x y z t , 1,8i , справедливо представление: 
Ψ x y z t x y z tG G G G h h h h , 
где , , ,x y z tG G G G  – матрицы-функции размерности 8 9 , , , ,x y z th h h h  – матрицы-функции размерности 
9 1  переменной x , y , z  и t  соответственно: 
, , , , , , ,x x x x x x x x xTx 1,x 2,x 3,x 4,x 5,x 6,x 7,x 8,xG g g g g g g g g , 
(18) 
, , , , , , ,y y y y y y y y yTy 1,y 2,y 3,y 4,y 5,y 6,y 7,y 8,yG g g g g g g g g , 
, , , , , , ,z z z z z z z z zTz 1,z 2,z 3,z 4,z 5,z 6,z 7,z 8,zG g g g g g g g g , 
, , , , , , ,t t t t t t t t tTt 1,t 2,t 3,t 4,t 5,t 6,t 7,t 8,tG g g g g g g g g ,   
 
, , ,1 ,1 , ,2 ,2 , ,9 ,9, ,...,i x i i x i i x ix g x g x g xi xg , 
(19) 
, , ,1 ,1 , ,2 ,2 , ,9 ,9, ,...,i y i i y i i y iy g y g y g yi yg , 
, , ,1 ,1 , ,2 ,2 , ,9 ,9, ,...,i z i i z i i z iz g z g z g zi zg , 
, , ,1 ,1 , ,2 ,2 , ,9 ,9, ,...,i t i i t i i t it g t g t g ti tg , 
, , , , , , , ,, , , 0,1i x j i y j i z j i t j , , , , , , , , , 1i x j i y j i z j i t j ,                          
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,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , . ,x x x x x x x x xx h x h x h x h x h x h x h x h x h x
T
xh , 
(20) 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , , , ,y y y y y y y y yy h y h y h y h y h y h y h y h y h y
T
yh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , , , ,z z z z z z z z zz h z h z h z h z h z h z h z h z h z
T
zh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , , , ,t t t t t t t t tt h t h t h t h t h t h t h t h t h t
T
th .   
 
Доказательство. Доказательство справедливости леммы 3 осуществляется аналогично доказа-
тельству первых двух. 
Таким образом, задачу о представлении функции-столбца (7) в виде суммы произведений матриц 
одного переменного можно считать решенной. Однако возникает закономерный вопрос: единственно ли 
это представление? Забегая вперед, ответим: приведенное представление матрицы-столдбца не является 
единственным. 
Альтернативное представление решений системы уравнений Максвелла в виде суперпози-
ции произведений матриц одной переменной (следствия теории Досса). Представление функции 
многих переменных (8), предложенное Колмогоровым, является не единственным. В частности в работах 
Лоренца и Шпрехера [9, 10] показано, что внешние функции 
jg  можно заменить одной единственной, а 
совокупность функций во внутренней сумме представима в виде сжатий и сдвигов одной единственной 
функции, т.е. (8) можно представить в виде 
2 1
1 2
1 1
, ,...,
n n
i
n i
j i
F g u h j j ,                                           (21) 
где  и  – положительные параметры. 
Позднее, Досс [11], развивая идеи Колмогорова, показал, что наряду с (8) имеет место и следую-
щее представление: 
2 1
1 2
1 1
, ,...,
nn
n i j i
j i
F g u h .                                                     (22) 
Аналогично (9) выражение (22) можно записать в эквивалентном виде: 
2 1
1 2 ,
1 1 1
, ,...,
nn n
n k j k k i j i
j k i
F g h ,                                        (23) 
где , 0,1k j ; ,
1
1
n
k j
k
. 
Из представления Досса (23) вытекает ряд утверждений относительно представления матрицы-
столбца (7). Покажем их. 
 
ЛЕММА 4. Для любой 
1 2 3 4 5 6 7 8Ψ , , , , , , , ,x y
T , элементами которой являются не-
прерывные на 0 , 1x y  функции ,i x y , 1,8i , справедливо представление: 
Ψ ,x y x x y y x yG A G A h h J ,                                                          (24) 
где ,x yG G  – диагональные матрицы-функции размерности 8 8  переменного x  и y  соответственно; 
,
x y
A A  – числовые матрицы размерности 8 5 ; ,x yh h  – диагональные матрицы-функции размерности 5 5  
переменной x  и y  соответственно; 1, 1, 1, 1, 1TJ . 
Доказательство. Применим (23) к функции двух переменных: 
5
, , , ,
1
, x j y j x j y j
j
F x y g x g y h x h y .                                      (25) 
Введем в рассмотрение матрицы: 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5, , , ,x x x x xx diag h x h x h x h x h xxh , ,1 ,2 ,3 ,4 ,5, , , ,y y y y yy diag h y h y h y h y h yyh , (26)      
,1 ,2 ,3 ,4 ,5, , , ,x x x x xx g xxg , ,1 ,2 ,3 ,4 ,5, , , ,y y y y yy g yyg .                  (27) 
Тогда вместо (25) получаем 
,F x y x x y x x y
x x y y x y
g h h J g h h J ,                                       (28) 
где 1, 1, 1, 1, 1TJ . 
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Применяя (28) к каждой из компонент (7), окончательно получаем 
Ψ ,x y
x x x y y y x y
G A h h J G A h h J .                                                        (29) 
В формуле (29)   
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,x diag g x g x g x g x g x g x g x g xx xG G , 
(30) 
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,y diag g y g y g y g y g y g y g y g yy yG G ,     
 
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,5
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4 2, ,5
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4 3, ,5
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4 4, ,5
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4 5, ,5
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4 6, ,5
7, ,1 7, ,2 7, ,
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x x x
x x x
x
A
3 7, ,4 7, ,5
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4 8, ,5
x x
x x x x x
,
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,5
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4 2, ,5
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4 3, ,5
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4 4, ,5
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4 5, ,5
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4 6, ,5
7, ,1 7, ,2 7, ,
y y y y y
y y y y y
y y y y y
y y y y y
y y y y y
y y y y y
y y y
y
A
3 7, ,4 7, ,5
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4 8, ,5
y y
y y y y y
, 
, , , ,, 0,1i x j i y j ; , , , , 1i x j i y j . 
Лемма 4 доказана. 
Аналогично лемме 4 можно доказать еще две: 
ЛЕММА 5. Для любой 
1 2 3 4 5 6 7 8Ψ , , , , , , , , ,x y z
T , элементами которой являются 
непрерывные на 0 , , 1x y z  функции , ,i x y z , 1,8i , справедливо представление: 
Ψ , ,x y z x x y y z z x y zG A G A G A h h h J ,                                            (31) 
где                       1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,x diag g x g x g x g x g x g x g x g xx xG G , 
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,y diag g y g y g y g y g y g y g y g yy yG G , 
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,z diag g z g z g z g z g z g z g z g zz zG G , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7, , , , , ,x x x x x x xx diag h x h x h x h x h x h x h xxh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7, , , , , ,y y y y y y yy diag h y h y h y h y h y h y h yyh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7, , , , , ,z z z z z z zz diag h z h z h z h z h z h z h zzh , 
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4
7, ,1 7, ,2 7, ,3 7, ,4
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4
x x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x
A
5 1, ,6 1, ,7
2, ,5 2, ,6 2, ,7
3, ,5 3, ,6 3, ,7
4, ,5 4, ,6 4, ,7
5, ,5 5, ,6 5, ,7
6, ,5 6, ,6 6, ,7
7, ,5 7, ,6 7, ,7
8, ,5 8, ,6 8, ,7
x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
x x x
,
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4
7, ,1 7, ,2 7, ,3 7, ,4
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4
y y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y
A
5 1, ,6 1, ,7
2, ,5 2, ,6 2, ,7
3, ,5 3, ,6 3, ,7
4, ,5 4, ,6 4, ,7
5, ,5 5, ,6 5, ,7
6, ,5 6, ,6 6, ,7
7, ,5 7, ,6 7, ,7
8, ,5 8, ,6 8, ,7
y y
y y y
y y y
y y y
y y y
y y y
y y y
y y y
, 
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4
7, ,1 7, ,2 7, ,3 7, ,4
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4
z z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z
A
5 1, ,6 1, ,7
2, ,5 2, ,6 2, ,7
3, ,5 3, ,6 3, ,7
4, ,5 4, ,6 4, ,7
5, ,5 5, ,6 5, ,7
6, ,5 6, ,6 6, ,7
7, ,5 7, ,6 7, ,7
8, ,5 8, ,6 8, ,7
z z
z z z
z z z
z z z
z z z
z z z
z z z
z z z
, , , , , , ,, , 0,1i x j i y j i z j ; 
, , , , , , 1i x j i y j i z j , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
T
J . 
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ЛЕММА 6. Для любой 
1 2 3 4 5 6 7 8Ψ , , , , , , , , , ,x y z t
T , элементами которой являются 
непрерывные на 0 , , , 1x y z t  функции , , ,i x y z t , 1,8i , справедливо представление: 
Ψ , , ,x y z t x x y y z z t t x y z tG A G A G A G A h h h h J ,                                     (32) 
где                       1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,x diag g x g x g x g x g x g x g x g xx xG G , 
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,y diag g y g y g y g y g y g y g y g yy yG G , 
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,z diag g z g z g z g z g z g z g z g zz zG G , 
1 2 3 4 5 6 7 8, , , , , , ,t diag g t g t g t g t g t g t g t g tt tG G , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , , , ,x x x x x x x x xx diag h x h x h x h x h x h x h x h x h xxh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , , , ,y y y y y y y y yy diag h y h y h y h y h y h y h y h y h yyh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , , , ,z z z z z z z z zz diag h z h z h z h z h z h z h z h z h zzh , 
,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8 ,9, , , , , , , ,t t t t t t t t tt diag h t h t h t h t h t h t h t h t h tth , 
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4
7, ,1 7, ,2 7, ,3 7, ,4
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4
x x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x
A
5 1, ,6 1, ,7 1, ,8 1, ,9
2, ,5 2, ,6 2, ,7 2, ,8 2, ,9
3, ,5 3, ,6 3, ,7 3, ,8
4, ,5 4, ,6 4, ,7 4, ,8
5, ,5 5, ,6 5, ,7 5, ,8
6, ,5 6, ,6 6, ,7 6, ,8
7, ,5 7, ,6 7, ,7 7, ,8
8, ,5 8, ,6 8, ,7 8, ,8
x x x x
x x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
x x x x
3, ,9
4, ,9
5, ,9
6, ,9
7, ,9
8, ,9
x
x
x
x
x
x
, 
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4
7, ,1 7, ,2 7, ,3 7, ,4
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4
y y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y
A
5 1, ,6 1, ,7 1, ,8 1, ,9
2, ,5 2, ,6 2, ,7 2, ,8 2, ,9
3, ,5 3, ,6 3, ,7 3, ,8
4, ,5 4, ,6 4, ,7 4, ,8
5, ,5 5, ,6 5, ,7 5, ,8
6, ,5 6, ,6 6, ,7 6, ,8
7, ,5 7, ,6 7, ,7 7, ,8
8, ,5 8, ,6 8, ,7 8, ,8
y y y y
y y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
y y y y
3, ,9
4, ,9
5, ,9
6, ,9
7, ,9
8, ,9
y
y
y
y
y
y
, 
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4
7, ,1 7, ,2 7, ,3 7, ,4
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4
z z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z
A
5 1, ,6 1, ,7 1, ,8 1, ,7
2, ,5 2, ,6 2, ,7 2, ,8 2, ,9
3, ,5 3, ,6 3, ,7 3, ,8
4, ,5 4, ,6 4, ,7 4, ,8
5, ,5 5, ,6 5, ,7 5, ,8
6, ,5 6, ,6 6, ,7 6, ,8
7, ,5 7, ,6 7, ,7 7, ,8
8, ,5 8, ,6 8, ,7 8, ,8
z z z z
z z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
z z z z
3, ,9
4, ,9
5, ,9
6, ,9
7, ,9
8, ,9
z
z
z
z
z
z
, 
1, ,1 1, ,2 1, ,3 1, ,4 1, ,
2, ,1 2, ,2 2, ,3 2, ,4
3, ,1 3, ,2 3, ,3 3, ,4
4, ,1 4, ,2 4, ,3 4, ,4
5, ,1 5, ,2 5, ,3 5, ,4
6, ,1 6, ,2 6, ,3 6, ,4
7, ,1 7, ,2 7, ,3 7, ,4
8, ,1 8, ,2 8, ,3 8, ,4
t t t t t
t t t t
t t t t
t t t t
t t t t
t t t t
t t t t
t t t t
t
A
5 1, ,6 1, ,7 1, ,8 1, ,7
2, ,5 2, ,6 2, ,7 2, ,8 2, ,9
3, ,5 3, ,6 3, ,7 3, ,8
4, ,5 4, ,6 4, ,7 4, ,8
5, ,5 5, ,6 5, ,7 5, ,8
6, ,5 6, ,6 6, ,7 6, ,8
7, ,5 7, ,6 7, ,7 7, ,8
8, ,5 8, ,6 8, ,7 8, ,8
t t t t
t t t t t
t t z t
t t t t
t t t t
t t t t
t t t t
t t t t
3, ,9
4, ,9
5, ,9
6, ,9
7, ,9
8, ,9
t
t
t
t
t
t
, 
, , , , , , , ,, , , 0,1i x j i y j i z j i t j ; , , , , , , , , 1i x j i y j i z j i t j , 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1
T
J . 
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Вид решения системы уравнений Максвелла для случая двух переменных. Несомненно, все  
6 лемм представляют собой очередной шаг в исследовании матричной формы представления уравнений 
Максвелла. Однако с точки зрения разработки способов и методов разделения переменных наибольший 
интерес представляют леммы 1 и 4. 
В соответствии с леммой 4, искомая матрица-столбец Ψ ,x y  представима в виде: 
Ψ ,x y x x y y x yG A G A h h J , 
где матрицы , , ,G A h J  имеют размерности 8 8 , 8 5 , 5 5 , 5 1  соответственно. Из их явного вида 
следует 
x y y x
h h h h , 
x y y x
G G G G .                                                            (33) 
Введем в рассмотрение матрицы: 
1 0 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1 0
1
0 0 1 0 0 1 0 0
2
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0
a , 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 11
0 0 0 1 12
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
b , 
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
E .        (34) 
Легко убедиться, что матрицы a , b  удовлетворяют соотношению 
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
a b .                                                            (35) 
Принимая во внимание (34), (35), представление матрицы-столбца Ψ ,x y  (24) преобразуем к виду: 
Ψ ,x y
x x y y x y
G A G A h h J ,                                                     (36) 
где                      
x x
A A a
1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,4 1,5 1,3 1,2 1,1
2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,4 2,5 2,3 2,2 2,1
3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,4 3,5 3,3 3,2 3,1
4,1 4,2 4,3 4,4 4,5 4,4 4,5 4,3 4,2 4,1
5,1 5,2 5,3 5,4 5,5 5,4 5,
1
2 5 5,3 5,2 5,1
6,1 6,2 6,3 6,4 6,5 6,4 6,5 6,3 6,2 6,1
7,1 7,2 7,3 7,4 7,5 7,4 7,5 7,3 7,2 7,1
8,1 8,2 8,3 8,4 8,5 8,4 8,5 8,3 8,2 8,1
, 
1,1 1,2 1,3 1,5 1,4 1,4 1,5 1,3 1,2 1,1
2,1 2,2 2,3 2,5 2,4 2,4 2,5 2,3 2,2 2,1
3,1 3,2 3,3 3,5 3,4 3,4 3,5 3,3 3,2 3,1
4,1 4,2 4,3 4,
1 1 1 2 1 1 1
1 1 1 2 1 1 1
1 1 1 2 1 1 1
1 1 11
2
y y
A A a
5 4,4 4,4 4,5 4,3 4,2 4,1
5,1 5,2 5,3 5,5 5,4 5,4 5,5 5,3 5,2 5,1
6,1 6,2 6,3 6,5 6,4 6,4 6,5 6,3 6,2 6,1
7,1 7,2 7,3 7,5 7,4 7,4 7,5 7,3 7,2
2 1 1 1
1 1 1 2 1 1 1
1 1 1 2 1 1 1
1 1 1 2 1 1 1 7,1
8,1 8,2 8,3 8,5 8,4 8,4 8,5 8,3 8,2 8,11 1 1 2 1 1 1
, 
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x xh b h a
,1 ,1
,2 ,2
,3 ,3
,4 ,5 ,4 ,5
,4 ,5 ,4 ,5
,3 ,3
,2 ,2
,1 ,1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 02
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
x x
x x
x x
x x x x
x x x x
x x
x x
x x
h h
h h
h h
h h h h
h h h h
h h
h h
h h
, 
y y
h b h a
,1 ,1
,2 ,2
,3 ,3
,4 ,5 ,4 ,5
,4 ,5 ,4 ,5
,3 ,3
,2 ,2
,1 ,1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 01
0 0 0 0 0 02
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
y y
y y
y y
y y y y
y y y y
y y
y y
y y
h h
h h
h h
h h h h
h h h h
h h
h h
h h
, 
1
1,1,1,0,2,1,1,1
2
TT
J b J . 
Заметим, что в представлении (36) матрицы , ,
x x y
A h h  имеют размерность 8 8 , а J  – 8 1 . 
Заключение. В данной работе нам удалось найти и строго обосновать представление решений 
системы уравнений Максвелла в виде суммы произведений матриц-функций одной переменной.  
Оказалось, что количество слагаемых в двумерном случае равно двум, трехмерном – трѐм, четырех-
мерном – четырѐм.  
Полученные результаты представляют самостоятельный интерес для специалистов, работающих в 
области решения задач прикладной электродинамики. Более того, доказанные нами леммы снимают все 
принципиальные преграды на пути улучшения алгебраического метода разделения переменных с целью 
его применения к системе уравнений Максвелла, записанной в матричном представлении. 
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ON THE  MODEL OF SOLUTIONS FOR SYSTEM OF MAXWELL  EQUATIONS  
IN THE FORM OF SUM OF PRODUCTIONS OF ONE VARIABLE FUNCTION MATRIXES 
 
I. ANDRUSHKEVICH, Y. SHIENOK 
 
We consider the system of Maxwell’s equations in the matrix representation. The question of application 
possibility to it of an algebraic method of separation of the variables developed earlier with reference to the co-
variant generalization of the Dirac equation is investigated.  
On the basis of Kolmogorov’s theorem «about representation of function of many variables in the form of 
superposition of products of functions of one variable» the Lemmas establishing the laws of representation of a 
solution in the form of the sum of product of matrixes which elements are functions of one variable are formu-
lated and proved; it is shown that number of terms in a two-dimensional case equally to two, three-dimensional – to 
three, four-dimensional – to four. 
The proposed form of the solution covers a wide class of continuous functions on a given interval, that is 
of interest for applications to electrodynamic and also for development and improvement of an algebraic method 
of separation of variables. 
 
